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Аннотация. В статье обсуждается возможность использования биспектра при исследова-
нии регулярного и хаотического поведения одномерных точечных отображений. Эффективность
трансфера этого понятия в нелинейную динамику продемонстрирована на примере отображения
Фейгенбаума. Также в работе рассмотрено применение энтропии Кульбака–Лейблера в теории
точечных отображений. Показано, что эта величина информационного характера пригодна для
описания поведения статистических ансамблей одномерных отображений. В рамках этой теории
выявлены некоторые общие свойства её поведения. Конструктивизм энтропии Кульбака–Лейблера
в теории точечных отображений показан также прямым её вычислением для отображения «зуб
пилы» с линейным начальным распределением вероятностей. Кроме того, для этого отображения
указано счётное множество начальных распределений вероятностей, попадающих в его стационар-
ное распределение вероятностей за конечное число шагов.
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Введение
В настоящее время нелинейная динамика продолжает своё интенсивное развитие.
В ней как появляются новые направления, так и формируется более глубокое пони-
мание уже известных, неуклонно расширяется область её приложений в различных
разделах науки и техники. Так, за последние годы открыт принципиально новый
вид динамического хаоса – смешанная динамика [1], характерная для таких него-
лономных механических систем, как кельтский камень или волчок Суслова. Этот
тип хаоса кардинально отличается от консервативного хаоса в гамильтоновых неин-
тегрируемых системах и странных аттракторов диссипативных систем. Большой
интерес во всём мире в последнее время вызывает анализ типичных для радио-
физической проблематики так называемых «химерных состояний» (или химер) в
ансамблях связанных идентичных осцилляторов (см. [2] и ссылки там). Химера-
ми называют кластеры осцилляторов с несинхронной динамикой в локализованных
областях пространства, в то время как все другие осцилляторы демонстрируют
синхронную динамику. Далее, потенциальные возможности, присущие широкопо-
лосным системам связи на основе динамического хаоса, привлекают всё большее
число исследователей и ученых во всём мире. Свойство самосинхронизации при-
емника с передатчиком, возможность реализации множества хаотических последо-
вательностей на одном генераторе хаоса, сплошной спектр плотности мощности —
все это позволяет надеяться на широкое использование хаотических сигналов в си-
стемах обработки и передачи информации в самом ближайшем будущем [3]. Особо
отметим имеющие большие перспективы применения нелинейной динамики в ра-
диолокации [4] и в анализе нелинейных радиотехнических систем с запаздывающей
обратной связью [5].Очевидно, что возможен и обратный процесс, а именно перенос
методов статистической радиофизики в нелинейную динамику. В частности, к тео-
рии динамического хаоса могут быть адаптированы тройная автокорреляционная
функция стохастической величины ξ(t) [6]
Q(τ1, τ2) =< ξ(t) · ξ(t+ τ1) · ξ(t+ τ2) >, (1)
имеющая в статистической радиофизике смысл меры негауссовости случайного про-






Q(τ1, τ2) · exp(−i · ω1 · τ1 − i · ω2 · τ2) · dτ1 · dτ2. (2)
Энтропия Кульбака–Лейблера, введённая в [7] для двух распределений вероят-
ностей p1(x) и p2(x) как
K12 =
∫
p2(x) · ln p2(x)
p1(x)
· dx, (3)
в течение последних десятилетий также активно используется в задачах обработки
сигналов и изображений [8, 9].
В докладе [10] величина (2) была применена к рассмотрению поведения систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений, обладающих детерминирован-
ным хаосом, а в докладе [11] функционал (3) обсуждался применительно к сто-
хастическим динамическим системам.
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Данная статья продолжает линию на трансфер понятий статистической радио-
физики в теорию динамических систем, начатую в [10, 11], в части другого важного
объекта исследования нелинейной динамики — отображений отрезка I = [a, b] в се-
бя:
xn+1 = f(xn), f : I → I. (4)
Далее в статье рассмотрены примеры, иллюстрирующие конструктивизм примене-
ния биспектра (2) и энтропии Кульбака–Лейблера (3) при исследовании поведения
отображений вида (4). В заключении суммированы полученные результаты и об-
суждены перспективы дальнейших исследований.
1. Биспектры отображения Фейгенбаума
При числе итераций N  1 отображения (4) тройная автокорреляционная функция







xn · xn+j · xn+k. (5)
Формула (5) означает, что в выражении (1) при переходе к анализу точечных отоб-
ражений статистическое усреднение заменено усреднением по дискретному времени.
Соответственно для оценки биспектра в рамках теории точечных отображений вме-
сто двойного интегрирования в выражении (2) достаточно применить к матрице (5)






Ujl · Ukm ·Qlm, (6)




— унитарная матрица дискретного преобразования Фурье
[12].
Результаты применения формул (5) и (6) к отображению Фейгенбаума
f(x, λ) = 1− λ · x2, I = [−1, 1], (7)
ставшему всемирно известным после выхода работы [13], в которой на основе ана-
лиза поведения числовой последовательности (4) с функцией (7) при различных
значениях параметра λ[0, 2] было показано, что сценарий перехода к хаосу через
бесконечную последовательность бифуркаций удвоения периода универсален для
широкого класса динамических систем [13], приведены на рис. 1–4.
Из рис. 1 и 2 видно, что при значениях параметра λ < λc(= 1.4011...) модуль
биспектра отображения Фейгенбаума имеет регулярный характер, соответствую-
щий выходу изображающей точки отображения (7) на периодический режим после
первой (рис. 1) и третьей (рис. 2) бифуркации удвоения периода соответственно.
Из рис. 3 видно, что квазирегулярное движение системы происходит вблизи цикла
периода 3. В непосредственной близости к области развитого хаоса (рис. 4) модуль
биспектра имеет крайне нерегулярный характер.
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Рис. 1. Фазовая траектория отображения Фейгенбаума и модуль её биспектра при
λ = 0.91
Fig. 1. Phase trajectory of the Feigenbaum mapping and absolute value of its bispectrum
under λ = 0.91
Рис. 2. Фазовая траектория отображения Фейгенбаума и модуль её биспектра при
λ = 1.38
Fig. 2. Phase trajectory of the Feigenbaum mapping and absolute value of its bispectrum
under λ = 1.38
Рис. 3. Фазовая траектория отображения Фейгенбаума и модуль её биспектра при
λ = 1.79
Fig. 3. Phase trajectory of the Feigenbaum mapping and absolute value of its bispectrum
under λ = 1.79
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Рис. 4. Фазовая траектория отображения Фейгенбаума и модуль её биспектра при
λ = 1.96
Fig. 4. Phase trajectory of the Feigenbaum mapping and absolute value of its bispectrum
under λ = 1.96
2. Общие свойства энтропии Кульбака–Лейблера
для одномерных отображений
Рассмотрим ансамбль одномерных отображений (4) с начальной плотностью рас-
пределения вероятностей p0(x). Пусть для определённости I = [0, 1], тогда должно
быть ∫ 1
0
p0(x) · dx = 1. (8)
Под действием отображения f плотность распределения вероятностей ансамбля





| f ′(ξk(x)) |−1 ·pn(ξk(x)), (9)
где pn(x) — плотность распределения на n-м шаге, а суммирование в (9) идёт по
всем прообразам точки xI при отображении f .
Мы можем обобщить определение (3) энтропии Кульбака–Лейблера для случая




pn(x) · ln pn(x)
p0(x)
· dx. (10)
Последовательность функционалов (10) зависит от конкретного вида начального
распределения вероятностей p0(x) и обладает рядом очевидных свойств:
А. K0[p0] = 0 для любого начального распределения вероятностей p0(x).
Б. Если оператор Фробениуса–Перрона имеет неподвижную точку p(x), т.е. если
в некоторой норме lim
n→∞
pn(x) = p(x), то
lim
n→∞
Kn[p0] ≡ K∞[p0] =
∫ 1
0
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3. Энтропия Кульбака–Лейблера для отображения
«зуб пилы»
Покажем, как работает введённое в предыдущем разделе определение величины
(10) на примере отображения «зуб пилы» [14]
f(x) = {2 · x}, (12)
где фигурные скобки обозначают взятие дробной части числа. График отображения
(12) приведён на рис. 5.
Рис. 5. График отображения «зуб пилы»
Fig. 5. Graph of the "saw tooth" mapping

















Это уравнение имеет следующее инвариантное распределение [14]:
p(x) = 1, x[0, 1]. (14)
Выберем начальное распределение вероятностей для отображения (12) в виде
p0(x) = 2 · x, (15)
тогда с помощью уравнения (13) найдём, что






Подставив эту плотность распределения вероятностей на n-м шаге в выражение
(10), вычислим энтропию Кульбака–Лейблера для отображения (12) с начальным
распределением (15):





4 · 2−n · ln
1 + 2−n
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Графики выражений (16) и (17) приведены на рис. 6. Легко видеть, что ‖pn −
p‖C[0,1] = 2−n, т.е. с ростом n последовательность функций (16) стремится к инва-
риантному распределению (14), что мы и наблюдаем на рис. 6. Далее, в полном
согласии с формулой (11) предельное выражение для энтропии Кульбака–Лейблера
(17) равно
K∞[2 · x] = 1− ln 2. (18)
Рис. 6. Временная эволюция плотности вероятностей (слева) и энтропии Кульбака–
Лейблера (справа)
Fig. 6. Temporal evolution of probability density (on the left) and the Kullback–Leibler
entropy (on the right)
Хорошо известно, что отображение (12) получается из отображения (7) при λ = 2
заменой Улама–фон Неймана x → − cos (2 · pi · x) [14]. Вследствие этого динамика
отображения «зуб пилы» чисто хаотична, однако из рис. 6 видно, что эволюция
энтропии Кульбака–Лейблера (17) носит явно выраженный регулярный характер.
Далее, рассмотрим функцию ϕ(x) с компактным носителем supϕ(x) = [0, 2], норми-
рованную на нём на единицу
∫ 2
0




ϕ(x− k) = 1, (19)
тогда если начальное распределение вероятностей p0(x) = 2 · ϕ(2 · x), то в силу
уравнений (13) и (19) p0(x) = 2 · ϕ(2 · x), т.е. мы сразу же попадаем в инвариант-
ное распределение (14). В качестве примера такой функции можно взять В-сплайн




2− x, x[1, 2];
0 x /∈ [0, 2].
(20)











i · k ·
(




2 · pi . (21)
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Рис. 7. График В-сплайна степени 1
Fig. 7. Graph of B-spline of the first degree
Каждая из функций (21) имеет компактный носитель supϕl(x) = [0, l + 1], нор-
мирована на нём на единицу
∫ l+1
0
ϕl(x) · dx = 1 и даёт разбиение единицы (19).














и подставляя в него в качестве начального распределения
p0(x) = 2
m · ϕ2m−1 (2m · x) , (23)
в силу разбиения единицы (19) получаем pm(x) = 1, т.е., стартуя с начального
распределения (23), за m шагов мы попадаем в инвариантное распределение (14) и




ln p0 (x) · dx.
4. Заключение
При появлении новых сценариев перехода к хаосу, а также для более глубокого
понимания уже имеющихся сценариев (Ландау (1944 г.), Рюэля–Такенса (1971 г.),
Помо–Манневиля (1979 г.), Фейгенбаума (1980 г.)) могут потребоваться более тонкие
критерии наличия хаоса в динамической системе. В целях подбора таких критери-
ев в данной статье было произведено пилотное исследование применения понятия
«биспектр» (2) к отображению Фейгенбаума (7). Оно продемонстрировало хоро-
шую различаемость регулярного и хаотического поведения этого отображения с
помощью этой величины. Для расширения нашего осознания возможностей биспек-
тра теперь необходимо детальное исследование эффектов скейлинга на структуре
«бифуркационного дерева» отображения (7) совместно с графиком зависимости ля-
пуновского характеристического показателя от параметра, особенно в окрестности
критического аттрактора Фейгенбаума [14]. Также весьма существенно расширять
перечень отображений с уже исследованным поведением, на траекториях которых
вычисляются биспектры. Очевидно, что открываться список этих тестовых отобра-
жений будет отображением окружности [14], причём особое внимание должно быть
уделено поведению биспектра на границах языков Арнольда.
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Величины энтропийного вида в теории динамических систем вводились уже
неоднократно – см. [17] и ссылки там, однако все эти введённые параметры носят
статический характер. Между тем рассмотрение нами простейшего примера – отоб-
ражения «зуб пилы» (12) — сразу же продемонстрировало динамическое поведе-
ние энтропии Кульбака–Лейблера (10). Следующими после отображения (12) есте-
ственными кандидатами для исследования поведения на них энтропии Кульбака–
Лейблера являются отображения «тент» и «косой тент» [14], уравнения Фробениуса–
Перрона (9) для которых выглядят особенно просто. Результаты работы были до-
ложены на Международной научной конференции «Новые тенденции в нелинейной
динамике» (Россия, г. Ярославль, 5 – 7 октября 2017 г.) [18] и на семинаре «Нели-
нейная динамика: теория и приложения» им. Л.П. Шильникова (Россия, г. Нижний
Новгород, 8 октября 2017 г.).
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Abstract. In the article, the possibility of using a bispectrum under the investigation of regular
and chaotic behaviour of one-dimensional point mappings is discussed. The effectiveness of the transfer
of this concept to nonlinear dynamics was demonstrated by an example of the Feigenbaum mapping.
Also in the work, the application of the Kullback-Leibler entropy in the theory of point mappings
is considered. It has been shown that this information-like value is able to describe the behaviour
of statistical ensembles of one-dimensional mappings. In the framework of this theory some general
properties of its behaviour were found out. Constructivity of the Kullback-Leibler entropy in the theory
of point mappings was shown by means of its direct calculation for the ”saw tooth” mapping with
linear initial probability density. Moreover, for this mapping the denumerable set of initial probability
densities hitting into its stationary probability density after a finite number of steps was pointed out.
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